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A -- a r e a  da seção transversal da viga
D - deslocamento da seção onde ocorre o carregamento
D - media dos deslocamentos
E - modulo de elasticidade longitudinal ^
e - espessura do elemento reto
F, P - força
G - modulo de elasticidade transversal
I - momento de inércia
L - comprimento da viga entre a seção engastada e a carre­
gada
M - momento fletor
q - fluxo de tensão cisalhante
S - momento estático
s - segmento sobre a linha media
u,v,w - deslocamento
V - esforço cortante
W - energia de deformação elástica no cisalhamento
o - coeficiente de cisalhamento
- deformação de cisalhamento
a - tensão normal
T - tensão cisalhante
y - coeficiente de Poisson
Obs.: a nomenclatura das variáveis do programa encontram-se no 
Apêndice 2, p. 80.
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RESUMO
Utilizando os resultados da teoria de membrana e as 
equações paramêtricas da reta, elaborou-se um programa para 
computador digital, que permite calcular valores do coeficiente 
de cisalhamento de seções vazadas de parede fina.
Neste trabalho ê apresentada também uma formula fe - 
chada para o calculo do valor do maior coeficiente de cisalha­
mento da seção anel circular aberta.
■ Foram realizados ensaios com modelos em acrílico na 
forma de colunas com seção transversal quadrada vazada, fecha­
da e aberta.
ABSTRACT
Making use of the results of the membrane's teory and 
the parametric equation of a straigh line, a digital computer 
program has been developed to the evaluation of the shear coef­
ficient for thin-walled closed or open sections.
In this work is presented a closed formula to the eva 
luation of the largest value of the shear coefficient for thin- 
walled open round tubes.
It has been done tests on thin-walled box structures, 
made of acrylic, with closed and open cross-sections.
INTRODUÇÃO
Ao se estudar os deslocamentos de uma viga reta su - 
jeita a carregamentos transversais deve-se, além do efeito do 
momento fletor, analisar também o do esforço cortante (V). Es­
te último exerce grande influência no deslocamento resultante 
quando a viga não é muito longa relativamente às dimensões da 
seção transversal.
A influência do cisalhamento pode ser determinada a- 
naliticamente através da distribuição das tensões cisalhantes 
(t) sobre as seções transversais da viga. A distribuição des­
tas tensões depende da geometria da seção transversal e das 
condiçoes de vinculaçao da viga, ja que a intensidade de esfor 
ço cortante atua como um fator multiplicativo.
Como a tensão cisalhante numa viga varia com a dis - 
tincia da superfície neutra, a correspondente deformação de c^ 
salhamento (y) varia com a mesma lei.
Com o objetivo de se ter uma expressão (genérica) pa
ra o cálculo da deformação de cisalhamento, ou melhor, dos de^
19locamentos (y^), de uma viga reta; TIMOSHENKO , propos a ex­
pressão :
V ,,, ---  = a---  (1)
dx A G
onde: A é a área da seção transversal da viga;
G é o modulo de elasticidade transversal; 
a é o coeficiente de cisalhamento
Este coeficiente é uma correção necessária, pois a 
deformação de cisalhamento não é a mesma em todos os pontos da 
seção transversal da viga considerada.
No projeto de máquinas ferramentas, onde a caracte. - 
rística de rigidez é importante, não é aconselhável desconside 
rar a deformação de cisalhamento sem uma análise prévia. Com o 
proposito de dar uma contribuição ao estudo da rigidez estáti­
ca de máquinas ferramentas, ora em desenvolvimento no Centro
Tecnológico desta Universidade, £oi realizada a presente pes - 
quisa. 0 objetivo principal ê estabelecer um procedimento para 
determinar valores do coeficiente de cisalhamento para seções 
de forma qualquer, usando um computador de pequeno porte. Des­
ta maneira serã possível quantificar, mais precisamente, as de 
formações de vigas submetidas a cargas transversais. Como em 
geral as estruturas de máquinas ferramentas constituem-se de 
seções vazadas, adotou-se a teoria de membrana proposta por 
GORBATOV e VALENTA^® para determinar a distribuição das ten­
sões cisalhantes. A partir desta, usando metodo energético, po 
de-se determinar o coeficiente de cisalhamento como está expo^ 
to no capítulo 3.
Visando ainda a utilização dos métodos dos desloca - 
mentos para análise estrutural foi incluído no programa o cál­
culo da área, centro de gravidade, momentos de inércia princi­
pais e polar e o centro de torção das respectivas seções. Ado­
tou-se aqui as equações paramétricas da reta, como sugeriu 
MALTBAEK^^ para seções cheias.
2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
1 o
Quando TIMOSHENKO analisa a influencia do cisalha 
mento na deformação de uma viga reta com cargas transversais, 
propõe que :
"o deslocamento angular da linha elástica devido, 
somente, ao cisalhamento e igual em cada seção tran£ 
versai ã deformação de cisalhamento no centro de 
gravidade desta seção transversal. Representando por 
os afundamentos devido ao cisalhamento, obteremos 
para qualquer seção transversal, a seguinte expres­
são para o deslocamento angular:
 ^ ^^yxV=0  ^ g V 
dx G A G
onde V/A ê a tensão de cisalhante media, G o modulo 
de elasticidade transversal e , a um coeficiente nu­
mérico que deve ser multiplicado pela tensão de ci­
salhamento média, a fim de obtermos a tensão de ci­
salhamento no centro de gravidade das seções trans­
versais".
Os valores de a, obtidos com a definição acima, são
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em geral altos e tem sido amplamente criticados ’
COWPER^, FLÜGGE^ e BELLUZZI^ propõem uma nova defi­
nição para as deformações na viga de TIMOSHENKO. Em vez de con 
siderarem os deslocamentos do centro de gravidade das seções, 
os autores sugerem que seja tomado um deslocamento médio na s£ 
ção transversal. COWPER, deduzindo as equações da viga de TIMO 
SHENKO por integração das equações da teoria da elasticidade 
tridimensional, chegou a uma nova formula para o coeficiente 
de cisalhamento, dependendo este agora também do coeficiente 
de Poisson.
MASON § HERRMANN^^, por outro lado, usando igualmen­
te o conceito de deslocamento médio e as equações da teoria da
elasticidade em termos de deslocamentos, chegam a outra f5rmu 
la para o cálculo do coeficiente de cisalhamento (semelhante 
ã de COWPER). Ao desenvolver as bases de um programa geral pa 
ra computador, usando o método de elementos finitos, ele for­
nece alguns resultados obtidos com o computador IBM 7044. Se­
gundo MASON, o programa permite determinar a distribuição das 
tensões cisalhantes, a localização do centro de torção e o co
eficiente de cisalhamento para qualquer viga prismática.
14 -OPITZ tambem desenvolveu um programa para calcu - 
lar o coeficiente de cisalhamento através da formula
S^ dA
X
0 autor justifica sua abordagem sim.ples com exem - 
pios e experimentos que mostram ser muito satisfatorios os va 
lores de a assim obtidos. As deformações medidas diferem de 
-51 a +81 do valor calculado.
GORBATOV e VALENTA^^, utilizando a teoria de membra 
na, obtém uma expressão para a distribuição das tensões cisa­
lhantes em seções vazadas de paredes finas. Esta fornece uma 
férmula bastante cômoda para ser resolvida usando um computa­
dor pequeno ou calculadoras eletrônicas de mesa.(Ver Apêndice
I).
Os trabalhos acima comentados são os que se desta - 
cam dos restantes por apresentarem solüções válidas para mai­
or número de seções.
Examinando-se as obras listadas na referência bi - 
bliográfica deste trabalho, conclui-se não haver discordância 
entre os autores quanto a fórmula para quantificar a
deformação devido ao cisalhamento. Todos indistintamente con­
cordam em usar a expressão:
g V 
A G
As divergências ocorrem na definição dos termos da
equação acima e no método usado para determinação do coeficien 
te a .
Resumidamente se tem:
1. Divergências na definição dos termos
- GRASHOF (1878) e RANKINI (1895) apud^° e TIMOSHENKO^^ 
(1921), definem a deformação no centro de gravidade;
- BELLUZZI^ (1961), FLÜGGE^ (1962), COWPER^ (1966) e 
MASON  ^HERRMANN^^ (1968), definem uma deformação mé-
dia na seção; 
COURBON^ (196 
uma seção reduzida.
- ® 4) e RÜHL 5 SCHWAIGEREr ''^ (1955) definem
Al
a
2. Divergências no método de cálculo
- GRASHOF, RANKINI e TIMOSHENKO op. cit., devido a defi­
nição de deformação adotada, calculam pela formula
^baricentro a = -----------
^mêdio
- FLOPL, apud^^, FLÜGGE, GOURBON, op. cit. (ver também 
TIMOSHENKO), usam determinar a por métodos energéticos.
- GOWPER e MASON § HERRMANN, op. cit., determinam a de - 
formação através da teoria da elasticidade (MASON usa 
a técnica de Ritz para determinar as constantes da 
"warping function"). Comparando o resultado com a equa 
ção da linha elástica:
dz^ EI A G dz 
determinam a pela solução do sistema de equações.
- MINDLIN apud^, usa a de tal maneira que, a frequência 
do primeiro modo de vibração ao cisalhamento, calcula 
da através da equação de TIMOSHENKO, concorde com a 
frequência dada pelas equações tridimensionais para 
pequenas vibrações elásticas.
- GOODMJ^N apud^, escolhe a de tal forma que a equação 
da frequência obtida da equação de TIMOSHENKO é corre 
ta no limite de comprimento de onda nulo.
Convém destacar que pela teoria da elasticidade ob­
tém-se uma expressão genérica para os deslocamentos de uma v^ 
,ga, sem isolar a contribuição do cisalhamento diretamente.
As diferenças nos valores de a para uma mesma seção 
dependem das hipóteses sobre a distribuição da tensão cisalhan 
te na seção.
No Quadro I estão, sumariamente, compiladas as diver 
sas fórmulas e valores do coeficiente de cisalhamento segundo 
a geometria da seção transversal da viga. Os valores de a , em 
algumas fórmulas, foram modificados para permitir calcular as 
deformações ou deslocamentos no cisalhamento através da -equa - 
ção Cl). A rigor, os valores contidos no Quadro I são válidos 
para os casos em que o esforço cortante é constante ao longo 
da viga reta.
QUAORO 1 — Formulas e valores do coeficiente de cisalhamento.
P = coeficiente de Poisson. A linha neutra  esta' representada por t r a ç o - p o n t o .
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3 - COEFICIENTE DE CISALHAMENTO
3.1 - Resultados usando a teoria de membrana
Da revisão bibliográfica feita no segundo capítulo, 
constata-se que os métodos mais recentes para o cálculo de a 
são os propostos por COWPER e MASON-HERRMANN (op. cit.). Ob­
servando o Quadro I, verifica-se que a inovação reside no fa­
to de a depender também do coeficiente de Poisson. Fazendo su 
cessivamente y = 0 e y = 0 , 5  nas formulas de COWPER, (ver Qua 
dro I), tem-se o Quadro 2




CISALHAMENTO PARA DIMINUIÇAO 
%y = 0 y = 0 , 5
-Circular cheia 1,168 1,11 4,9
-Retangular cheia 1,2 1,168 2,67
-Anel circular 2,0 1,83 8,5
-Quadrada vazada de
parede fina 2,4 2,25 6,25
-Duplo "T" fina
com h = b 3,38 3,2 5,3
-Duplo "T" fina
com h = 2b 2,12 2,02 5
Ao comparar-se estes resultados com os obtidos pe 
los outros pesquisadores, observa-se que para secções de pare 
de fina não há diferenças. COWPER usa a teoria da membrana pa 
ra secções de parede fina para simplificar as expressões que 
fornecem a distribuição das tensões cisalhantes e a "warping 
function",
A obtenção de um coeficiente de cisalhamento com de 
pendência do coeficiente de Poisson, no entanto, é consequên­
cia da 1-ei das tensões cisalhantes usada na determinação da-
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quele. Observe-se que entre os valores limites de v o coefic^ 
ente a varia em torno de 6% aproximadamente.
3.2 - Energia de deformaçao elástica.
0 trabalho de deformação elástica, ou mais precisa­
mente, a energia de deformação elástica no cisalhamento, por 
unidade de volume vale^^ :
2
W = — —
2G
Considerando uma viga com secção constante e esfor­
ço cortante idêntico em todas as secções transversais, a ener 





A fim de se obter uma expressão semelhante a da ener 
gia de deformação elastica na tração e flexão e, lembrando 
que
V = I xdydx A = / / dxdz.




/I dxdy dz ( 2 )




Reescrevendo a expressão (2), considerando (3), vem:
r l
W = V  , a ----- dz
2GA
Quando V varia com Z (cargas distribuídas) a expres­
são acima ê aproximada.
Através do teorema de Castigliano, pode-se então de­
terminar o deslocamento do ponto de aplicação da carga concen­
trada,devido somente ao cisalhamento. Para uma viga reta enga^ 
da com carga na extremidade em balanço e vão de comprimento L, 
sendo V = P, obtém-se:
j aW PLd = ---- = a ---- (4)
^ 3P GA
Reconhece-se aqui os termos da expressão (1). Obser­
va-se que devido ã origem, da equação (4) , o deslocamento é o 
do ponto de aplicação da carga concentrada, devido somente a 
contribuição do esforço cortante. Portanto, a deve sempre ser 
tomado na direção da carga P.
A expressão (4) é ainda aproximada para quantificar
o deslocamento . 0 coeficiente de cisalhamento, quando for o 
mesmo em todo o comprimento L, não leva em conta as perturba - 
ções ria distribuição das tensões cisalhantes que ocorre nas se ­
ções junto ao ponto de aplicação da carga e junto ao engasta -
mento. As expresso~es de a propostas por COWPER e ou MASON-HERR - 
12MANN , podem tambem ser usadas na equação (4), emboua
não tenham sido obtidas pelo método aqúi exposto. Contém tam - 
bém o defeito de ser obtido para uma secção sem levar em conta 
as perturbações locais.
3.3 - Secções simples e duplamente conexas.
Conforme o objetivo adotado no capítulo 1, èstabelecer-s_e
a,a seguir:,- procedimentos para calcular os valores do coefici­
ente de cisalhamento para secções simples e duplamente conexas.
A obtenção da distribuição das tensões cisalhantes ,
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através da teoria de membrana, está exposta no Apêndice I.
3.3.1 - Simplesmente conexas.
Este tipo de secção permite a aplicação da teoria 
de membrana, exposta no Apêndice, com relativa facilidade. A 
equação ( 3 ) para o coeficiente de cisalhamento contêm uma in 
tegral de área. Esta tem fácil solução se for convenientemente 
transformada numa integral de linha.
Com efeito, seja A^ um. ponto na extremidade da sec - 
ção e sobre a linha media desta (Fig. 1). Seja s a distância 
entre A^ e o elemento(e.ds)onde atua a tensão cisalhante(t). 
Reescrevendo a equação (3) em função da nova variável s, vem:
a = —^  (■ eds (5)
^  I
Supondo a tensão cisalhante constante ao longo da e£ 
pessura da parede, e considerando o fluxo de tensão cisalhante
q = T . e 
a equação (5) fica:
“' A  f 
k  \
Esta integral de linha pode ser decomposta numa so­
ma de integrais, desde que o fluxo q seja perfeitamente defi­
nido em cada uma delas (propriedade das integrais).
Assim:
Aa - — y ( 6 ' )
Seja uma secção tal como a indicada na figura 1, on 
de x, y são eixos principais de inércia da secção. Como nas su 
perfícies livres de carregamento, não hâ tensões, no "ponto"
A^, temos:
= 0  para s = 0
14
0 fluxo de tensões cisa - 
lhantes (ver Apêndice I 






Cada um dos termos desta 
equação , não significa 
q na direção x ou y, uma 
vez que q tem a direção do 
elemento onde ele atua. A- 
penas significa a influên- 
dia de V'- oú. V» . AssimX - y 
quando se fala na decompo­
sição de q, não se deve en 
tender como uma decomposi­
ção vetorial de q, mas sim 
uma decomposição vetorial de V e V , pois q ê tangente a li-_ ^ y
nha media.




ê 0 fluxo de tensões cisalhan- 
tes quando atua somente V .
___ (8 )
Assim, deve-se distinguir dois valores de a, obti­
dos através da superposição dos efeitos.
Um a na direção de y quando atua V e outro a na direção x 
/ y X
quando atua V .
X
■de a (eq. 6) vem:
Substituindo sistematicamente q e qx y na expressão
“x
ds (9)
' a. í ds flO')
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3.3.2 - Duplamente conexas
A única diferença no tratamento destas secções é a 
condição inicial do fluxo de tensões cisalhantes no ponto A^. 
Seu valor ê encontrado da condição de continuidade das defor­
mações na direção z, em qualquer ponto da secção (ver fig. 2).
i Para um trecho dz, tem^ -se
ou
I isto ê, não hâ deslocamento r£ 
lativo entre as arestas. Então 
da equação (66) (no Apêndice 
I) resulta que:













Elevando o vâlor de q^ na equação (62) (Ver Apêndice I) e a- 





r ísJ X e c
I /  ds y I / ds ^

























Considerando a influência de V e V isoladamente, 
_ X y
da equação anterior vem que:
V (y)s - s y o (15)
V (X)s - sX 0 (16)
Finalmente, o coeficiente de cisalhamento segundo
as direções principais x, y, pode ser calculado substituindo-
se a equação (15) para a e a equação (16) para a , sucessivaX y
mente, na equação (6).
Resolvendo primeiro para a direção x, tem-se:
“x ,.2VX J
V (y)
(S - S )  ^y 0
ds
Elevando ao quadrado a expressão em colchetes e lembrando a e 
quação (12) , vem:
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3.4 - Coeficiente de cisalhamento segundo um eixo baricêntri- 
co qualquer.
Quando MASON § HERRMANN^^ desenvolveram as equa - 
ções básicas para o cálculo do coeficiente de cisalhamento se 
gundo um sistema de eixos ortogonais baricêntrico,observaram a 
presença de certos termos invariantes nas expressões dos coe­
ficientes a , a e a , onde"a representa a deformação na 
direção y devido a uma carga na direção x e vice-versa."
Observam ainda, que a transformação devido a uma ro 
tação do sistema de referência, ocorre da mesma maneira que 
os momentos de inércia.
Adotando-se uma representação matricial para o con­





Que pode ser assim lido: "coeficiente de cisalhamento segundo 
os eixos principais de inércia da secção.".
0 coeficiente de cisalhamento segundo um sistema de 







( 2 0 )
Agora conhecido a^, pode-se determinar para uma
rotação conhecida do sistema de'eixos. A lei de transformação
é a mesma dos momentos de inércia. 0 círculo de Mohr pode tam
bem ser usado para se determinar a , a e a .
XX yy xy
3.5 - Exemplo de aplicação para secção anel circular aberta.
Seja a secção representada na 
fig. 3, uma secção anel circu - 
lar aberta, de espessura "e" 
constante. 0 raio ''r'' e contado 
até a linha média. Os eixos x e_  X _
y, são eixos principais de inér 
cia. ^
Fig. 3 - Secção anel 
circular.
A equação (10) de a obtida anteriormente é
,2 ds (10)
X
Resolvendo individualmente cada um dos termos da equação (10) 
tem-se:
- Calculo do momento estático S .
X
Por definição:
Sx = / ey.ds
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Fazendo:
y = r sen B 
e ds = r d6 onde 0 < B < $'
Apos a integração, vem:
S = e r (cos 0 - cos ()')
- A integral de linha, considerando a troca de variavel s por 
<t>\ ê então:
■2^-0
RINTL = I = e J (cos 0 - cos  ^ d(j)'
'e
Resolvendo:
RINTL = e r' 3t7 - 30 - 2 (iT - 0) sen^0 + ■ — sen 9
2
(21)
- A área da secção, sendo e << r, pode ser calculada pela in­
tegração de dA = e r dB
Com efeito,
A = 2 r e (tt - 0) (22)
- 0 momento de inércia principal em relação ao eixo x é, por 
definição
I e ds = r^ e ( i T -  0 + —  sen 20) (23)
Finalmente, substituindo as equações (21), (22) e 
(23) na (10) e simplificando vem:
ot,. = 2 ( ^ - 0 )
sen_263 2
3 ( 7t - 0 ) - 2 ( tt- 0 ) sen^0 + —  sen 20
.... (24)
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Ou reescrevendo a (24) em termos de $■ = ir - 0, vem:
a... = 16<I>
y  (2$ - sen 2$)^
3 3 '2—  $ - — - sen 2$ - $sen $ (25)
Digno de nota é o valor de a para 0 = 0 e 0 =
0 =  0
e =
Comparando-se com a seção anel circular fechada 
(ver Quadro 1) onde:
“ y  -  “ x  °  2
Vê-se, portanto, que o coeficiente- de cisalhamento 
depende da distribuição da tensão de cisalhamento, ou melhor, 
da geometria da seção. Nem sempre o aumento de ãrea, e ou do 
momento de inércia, melhora a rigidez ao cisalhamento.
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4 - CENTRO DE TORÇAO
4.1 - Introdução.
Como jâ £oi observado no capítulo anterior, as ten­
sões cisalhantes nas bordas da secção tem sempre a direção da 
tangente a esta secção.
Por definição de tensão deve-se ter:
V = f  T dA
Observando a figura 4,. nota-se que as tensões nas me 
sas da secção desenvolvem um Momento torçor intérno. 0 esfor­
ço cortante ê praticamente ab­
sorvido na alma. Então, se a 
carga externa tem resultante 
passando pelo baricentro da se£ 
ção, ocorre que os Momentos em 
torno de um ponto da secção,por 
exemplo o baricentro, não são 
nulos.
Um artifício para evitar a tor­
ção da viga e fazer com que as 
cargas externas tenham a resul­
tante passando por um ponto "0" 
tal^ que os momentos em torno de 
qualquer ponto da secção te­
nham a soma nula.
Fig. 4 - Centro de torção 
não coincide com 
0 baricentro.
Este ponto "0" ê denominado na 
literatura^^’^ ^’^ ^ de
"centro de torção".
A seguir são apresentadas as formulas para o centro 
de torção de secções simples e duplamente conexas.
4.2 - Simplesmente conexas.
f
Uma vez conhecida, a distribuição das tensões cisa­
lhantes ou do fluxo, o calculo do centro de torção representa 
apenas mais uma equação. Na figura 5 reconhece-se a força ex­
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terna P , aplicada no centro 
de torção ”0'' e paralela ao 
eixo (x) principal de inêrc^ 
a da secção.
Para não haver rotação da 
secção em torno do eixo z,de 
ve-se ter:'
A
r(q^ds) - P^ = 0 ..(26)
Para não haver translaçao:
V = P
X X
0 fluxo é dado pela equação (7), considerando somen
te a ação de V .
^ X
Resolvendo a (26) para :Y^ vem:




Analogamente, quando atüa s5 P^  
abcissa do centro de torção e:





4". 3 - Duplamente conexas.
0 centro de tOrção para as secções duplamente cone­
xas tem a mesma expressão da equação (26). Porem, o fluxo de 
tensões cisalhantes ê agora o dado pela equação (14).
Resolvendo, então, a equação (26) para Y^ e substi­




O S y  r ds - Or  ds (29)
Observe-se na figura 5 que qrds é o dobro da área do 
triângulo elementar, portanto, a integral
A = (p r ds m T (30)
representa o dobro da área da figura limitada pela linha mê? 
dia da secção.
Reescrevendo a equação (29) considerando a (30) vem
I




Considerando agora s5 P^ ., obtém-se, com raciocínio





5 - BASES PARA UM PROGRAMA DE COMPUTADOR DIGITAL
5.1 - Introdução
Ao ser desenvolvida a análise de um programa ë im-, 
portante definir anteriormente os dados de entrada.
0 presente caso ë concernente ã seções de parede fi^  
na. Os cálculos são baseados nos comprimentos das linhas mê- 
dias e na correspondente espessura das paredes. Assim, obser­
va-se que a figura fica definida quando se localiza a linha 
média juntamente com a espessura.
Com a finalidade de se obter um programa de uso ge­
ral, mesmo por pessoas não familiarizadas com técnica de com­
putação, decidiu-se que a obtenção dos dados de entrada deve­
ria ser extremamente simples. Com esse objetivo definiu-se:
Elemento reto é um trecho da seção transversal, de espe^ 
sura "e" constante, onde a linha média é um segmento de reta 
s .
vértice é um ponto, sobre a linha média da seção, que ca 
racteriza o fim ou o início de um elemento reto.
0 numero do vértice inicial de um elemento reto ser 
ve de índice deste elemento. Como exemplo, a fig. 6a] mostra 
os vértices enumerados de 1 a 6. Na figura 6b) está esquemat^ 
zado um elemento reto "1" com os seus dois vértices.
b)
Fig. 6 - a) Enumeração dos vértices
b) Elemento reto "1".
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A enumeração dos vértices deve ser coTDnúmeros in­
teiros, seguindo-se a ordem natural. 0 primeiro vértice tem o 
número 1. Se a seção for fechada, o vértice inicial é também 
o final. 0 elemento reto fica perfeitamente localizado e de­
terminado quando se fornece as coordenadas dos vértices, ini­
cial e final, e a espessura. Esta leva como índice o índice 
nicial do elemento.
Os dados de entrada do programa principal são as co 
ordenadas (X,Y) dos vértices e a espessura do elemento reto, 
assim obtidos:
a) coloca-se a figura no quadrante positivo de um sistema 
coordenado XY;
b) traça-se a linha média sobre todos os elementos retos;
c) enumera-se os vértices de 1 a N. Se a seção é fechada 
(duplamente conexa) o vértice final e o inicial se su 
perpõem mas os números são distintos, 1 e N, respecti^ 
vãmente. Ver fig. 6.a) como exemplo;
d) registra-se numa planilha as coordenadas dos vértices 
a espessura dos elementos retos e o número total de 
vértices enumerados;
e) segue-se a perfuração dos cartões. Ver exemplo de a- 
plicação no fim do capítulo 6.
^ Os programas aqui desenvolvidos foram limitados a- 
quelas seções onde a linha formada pela união de todos os 
vértices é uma linha poligonal contínua aberta ou fechada.
Nos itens e capítulos que seguem, são apresentadas 
as formulas para o calculo das propriedades das seções. A 
técnica utilizada foi sempre a mesma:
a) determina-se as propriedades do elemento reto em rela­
ção ao seu sistema de eixos principais ”1" e "2” (ver 
figura 7);
b) faz-se a transformação das propriedades em relação a 
um sistema de eixos y^, centrado em 0' e paralelo 
ao sistema inicial X,Y;
c) nova trans:‘^ orração, através de uma translação do sist£ 
^b’^ b’ ° sistema inicial X,Y, e ohtém-se as propri^
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edades do elemento agora em relação ao sistema inicial;
d) por soma obtém-se finalmente as propriedades da seçao 
em relação ao sistema inicial X,Y;
e) segue-se a determinação do baricentro (ponto G na figu­
ra 7) e dos eixos principais de inércia da seção (eixos 
Xgp e 7 gp denominados simplesmente de x,y)
f) as coordenadas dos vértices da seção em relação aos ei­
xos principais serão os dados de entrada para os progra 
mas que determinam o coeficiente de cisalhamento e o 
centro da seção, como será visto no capítulo 6.
27
,yBP= y
Fig. 7 - Sistemas de referência
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5.2 - Equações paramétricas da reta.
Foram aqui usadas as equações paramétricas da reta 
para definir o segmento de reta ”s" de um elemento reto 
que une o vértice "i" ao vértice "i+l”.
Basta entào desenvolver as formulas para um trecho 
genérico "i" e, através da propriedade da.soma de integrais, 
pode-se percorrer toda a linha inédia.
Seja o elemento reto da 
figura 8 ao lado. Definin 
do-se:
^i = ^i+1 “ ^i
>i = ^i-n - ^i
C33)
tem-se:
s . =  
1
Fig. 8 - Elemento reto 
genérico i.
A equação da reta que une os vértices "i" e "i+l" é:
y = y. + g.t
(35)
Onde t é uma variável independente, cujo campo de definição é
0 < t < 1
A seguir são apresentadas as formulas da área, momen 
tos estáticos e momentos de inércia para o elemento reto defi­
nido acima. Foi desenvolvida uma sub-rotina com o nome PROPI 
para o cômputo destas grandezas. 0 fluxograma está apresentado 
no Apêndice 2c (p. 84).
5.3 - Area
A area do elemento genérico "i" é
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Ai ej.Sj (36)
A área da seçao, composta de "m" elementos retos, é
m
= C  e. .
i = l 1 - ^i
(36')
5.4 - Momentos estáticos.
Usou-se aqui a notação S para os momentos estáticos 
embora no programa e no fluxogramaténha sido utilizada a letra M'
0 índice define o eixo segundo o qual ele ê calculado. Os mo­
mentos estáticos de um elemento genérico "i" em relação aos 
eixos iniciais X, Y, são definidos como:
(37)
' A
e X ds = e.. s. (x. + ---)
2
(38)
A solução destas integrais e facilmente obtida, ao se fazer a 
troca da variável s = s.t.
Os momentos estáticos da seção em relação ao siste­
ma inicial são então:
S i





e . s . (x. + — )^ 1 1^1 2 (40)
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5.5 - Baricentro da seção
As coordenadas do baricentro da seção são obtidas, 
dividindo-se o momento estático pela área da seção
B^P ^ B P (41)
5.6 - Momentos de inércia
A técnica usada para obter os momentos de inércia da
■ sçção retaestá sugerida na fig. 7. P.rimeiramente obtém-se as 
equações para o elemento "i" em relação aos seus eixos princi^ 
pais de inércia 1, 2. Realiza-se depois a transformação para 
o sistema inicial X, Y. Por soma, obtém-se os momentos de i- 
nércia da seção em relação ao sistema inicial.
Definida a espessura e o comprimento do elemento re 
to, os momentos de inércia principais são:
Fig. 9 - Rotação e translação 









^1 1  ^2 2
0 ângulo entre o eixo 
principal 1 e o eixo 
baricêntrico X|^ , parale 
lo ao eixo X inicial, é:
í> = arc tg (y/6)
contado no sentido positivo como mostra a figura 9.
0 baricentro do elemento reto está sobre a linha me 
dia e a meio caminho dos vértices "i" e "i+l". Assim, lembran 
do a equação paramétrica do segmento s^, para t = o,5 vem:
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A transferência (no plano da figura) dos momentos 
de inércia, em relação ao sistema principal intrínseco, para









( x , y )
é a matriz dos momentos de inércia em relação ao sistema ini­
cial X, Y.
T =
COS í> sen $ 0
-sen $ COS $ 0
10 0 





é a matriz dos momentos de inércia principais
A matriz da translaçao ê:
D =





Procedendo-se a transformação (42), obtém-se
^xy(i) ' t'll ■ ^22’ * A x^. y^
'zzCD ' ' 1 1  * ' 2 2 * A(x^ » y2)
Fazendo-se agora a soma dos momentos de inércia, obtém-se os
momentos de inércia da seção em relação ao sistema inicial X,
Y, isto é, I , I , I e IXX’ xy yy zz
5.7 - Momentos de inércia baricêntricos
0 cálculo dos momentos de inércia da seção em rela­
ção a um sistema de eixos baricêntricos (Xg, y^), paralelos 
ao sistema inicial^pode ser feito usando-se a lei de transfor 
mação (42), ou aplicando o teorema de Steiner:
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5.8 - Eixos principais de inércia da seção
Determinando-se os novos momentos de inércia, devi­
do a uma rotação "0" no sistema de eixos ortogonais baricên­
tricos (Xg, yg). uma pesquisa de máximos e mínimos permite de 
terminar a posição dos eixos principais de inércia (Xgp, Ygp)• 
Seja 0 o ângulo que define a rotação do sistema Xgp, ygp,con 
tado positivo no sentido trigonométrico, -partindo do eixo Xg 
até encontrar o eixo principal Xgp, fig. 7.
Os momento de inércia em relação aos eixos princi­
pais podem ser obtidos através da transformação T, expressão
(42).
^XBP = IxB ' 8 * - V b  
^yBP “ ^XB ®- * Vb * ^xyB
Igualando-se a zero a derivada primeira de I^ g^p em relação 
ao ângulo 0, e resolvendo-se para este vem:
2 I
0 = —  arc tg (------^  ) (44)
A solução desta equação fornece dois valores para o 
ângulo 0 : um. corresponde ao maximo e o outro ao mínimo. 0 
sinal da segunda derivada relação a 0 permite de­
cidir qual corresponde ao valor maximo oü ao mínimo.
Resolvendo-se vem:
. 2




A expressão em colchete é sempre positiva, portanto, quando
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^xB ■ ^yB
então 0 corresponde ao máximo 
E quando
^xB ~ ^yB
0 corresponde ao mínimo.
Substituindo-se o valor de 0, correspondente ao má­
ximo, nas equações (43), obtem-se os momentos de inércia prin­
cipais.
Baseando-se no estudo feito neste capítulo, elaborou 
se uma sub“rotina cujo nome ê PROPI. Ela permite determinar a 
área, centro de gravidade, momentos de inércia e eixos princi­
pais de seções transversais de parede fina com poligonal cont^ 
nua aberta ou fechada. A e>ítensão a outros elementos, por exem 
pio curvos, exige so a definição da área, momento estático e 
momento de inércia para o elemento.
0 fluxograma da sub-rotina PROPI é apresentado no A- 
pêndice 2c, p. 84.
A transformação pela equação (42) foi posta numa sub 
rotina com o nome de GITRA. Ela realiza o giro e translação do 
sistema de eixos. Encontra-se também no Apêndice.2a,.p . 80.
Os somatórios, no programa,são realizados pela sub­
rotina SOMA.
As coordenadas dos vértices em relação ao sistema de 
eixos principais são obtidas também na sub>rotina PROPI. Serão 
os dados de entrada para os programas que calculam o centro de 
torção e o coeficiente de cisalhamento apresentados a seguir.
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6 - SUBPROGRAMAS PARA 0 CÔMPUTO DO COEFICIENTE DE CISALHA- 
MENTO E CENTRO DE TORÇAO
6.1 - Introdução
Para se ter uma visão melhor dos cálculos intermed^ 
ários que devem ser feitos, foram reproduzidas abaixo as equa 
ções para o cômputo do coeficiente de cisalhamento e centro 
de torção em relação ao sistema de eixos principais. Embora 
nò capítulo anterior tenha-se usadoa notação Xppe, y^p para • 
os eixos principais de inércia as grandezas.neste capítulo le 
vam os índices x ey.isto para facilitar a notação.
Seções abertas
Reescrevendo as equações do coeficiente de cisalha­








As coordenadas do centro de torção em relação ao sistema de 
eixos principais X,Y eram :
r S^ , ds (28)
X )s
r Sy ds (27)
y J s




a  -  
X











As coordenadas do centro de torçao são; lembrando 
as equações (12) e (13):
I
I.










Examinando-se cada uma das expressões acima, reco - 
nhece-se a presença de termos comuns nas equações para as se­
ções abertas e fechadas. Assim ,um subprograma que calcula u- 
ma integral de linha para uma seção aberta pode também ser u- 
sado para a seção fechada, bastando apenas indicar o n'? de e- 
lementos retos a somar (m) ou o número de vértices a percorer 
( m ) .  •
A seguir são apresentados estes subprogramas,jâ com 
a denominação que terão na programação. Os dados de entrada 
são as ordenadas dos vértices em relação ao sistema de eixos 
principais da figura.
6.2 - Função subprograma DSE.





onde m = n - 1 
Uma vez que para um elemento genérico i, tem-se
" i
® i
Examinando-se as equações no item 6.1, observa-se que DSE apa 
rece so nas formulas para seções fechadas (duplamente conexas) 
0 diagrama de bloco desta função está apresentado no Apêndice 
n’ 2g,.p. 99. •
6.3 - Função subprograma ALLE.
Este subprograma realiza o cômputo de
QL = C)S (48)
J e
de vértice a vértice segundo a numeração deles. Interessam a- 
penas as seções fechadas. Conforme a entrada dos dados, o cá3^  
culo é realizado com S ou S . Observe-se, que o momento es- 
tatico no integrando e funçao de s.
Aproveitando a divisão do caminho em segmentos de 
retas, em cada novo trecho a variável s pode iniciar em zero; 
desde que se considerem os valores anteriores da integral e do 




QL„ = 0 e = 0
^ 0  0
0 momento estático será em relação ao eixo principal X ou Y 
da seção, conformeáeterminam as equações (18) e (17) '(31) e 
(32).
Realizando o cálculo da integral, com S em termos
X
das ordenadas dos vertices, (£ig. 10), vem primeiro:
Fig. 10 - Momento estático
lit
= e. s(y. + ---)
 ^  ^ 2
pois = y. + B.t, 
Considerando que
s = s^. t
o integrando da equação 
(49) ê:
da area s.e^
f S i - i  *  S ) ^  = *  e . S j C y . t (50)





Finalmente, a equação (49) escrita em relaçao ao eixo prin 
cipal X, fica:
OL = OL * x(i-l)- ^1 





Para S^ ,, troca-se e por e respectiva
mente.
0 fluxograma para ALLE esta apresentado no Apêndi­
ce 2e, p. 94.
6.4 - Função subprograma RINTL.
Este subprograma computa a integral de linha:
RI = ,2 ds (53)
que interessa no calculo do coeficiente de cisalhamento (ver 
item 6.1).
A técnica usada é a mesma exposta no item 6.3. A 
diferença esta.no integrando, que agora é a expressão (50) e 
levada ao quadrado.
Com efeito, resolvendo-se, para S ,a equação (53)
fica :
RI = " i
n  r
e •i U




® 1D = — - — -  vem:
" i
ri
( B + Ct + Dt^ ) dt
®i /D




0 fluxograma para RINTL esta apresentado no Apêndi­
ce 2f « P* 97 .
6.5 - Função subprograma COISA.
Este subprograma realiza o cômputo de
C = () r S ds (55)
de vértice a vértice segundo a sua numeração. É exclusiva - 
para o csãlculo do centro de torção de seções abertas ou fechadas.
Relembrando, r é o raio que define a distância entre
o baricentro e o fluxo de tensão cisalhante sobre a linha mé­
dia da seção. Assim, quando se decompõe a seção, em elementos 
retos, para se realizar a integral (55), então r fica sendo a 
distância do elemento (ou reta s) ao baricentro. Em termos da 
equação paramétrica da reta s, esta distância vale:
e é constante para cada elemento.
Reescrevendo a equação (55) , agora para o elemento 
de ordem i, vem:
"i = "i-1  ^ ^i (S._^ + S) ds (56)
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Comparando com a equação (49) , e lembrando a (51), 




i = 1 m
0 fluxograma desta função esta no Apêndice 2h«p.l01
6.6 - Função subprograma AREA.
Esta função realiza o cômputo de
A^ = O r  ds m J (30)
de vértice a vértice segundo a sua numeração. É exclusiva 
para o cálculo do centro de torçãoe geometricamente represen­
ta o dobro da área formada pela linha média da seção. Dividin 
do-se esta seção (média) em trapézios com a base sobre o eixo 
coordenado inicial X, então a área da seção (média) vale:
(58)
0 dobro desta área é o valor da integral (30) 
Note-se que 'as coordenadas devem ser em relação ao 
sistema de eixos inicial.
Se a figura foi enumerada da ésquerda para a direi­
ta, o valor da (58) é positivo.
0 fluxograma para esta função está apresentado no A 
pêndice 2i, p. 103.
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6.7 - Progama principal - Utilizaçao
Com os subprogramas desenvolvidos no capítulo 5, e 
neste, a elaboração do programa principal para o cálculo dos 
valores do coeficiente de cisalhamento e do centro de torção 
ê imediata. 0 fluxograma está apresentado no apêndice 2j ,p. 105.
A seguir é apresentado um exemplo de utilização do 
programa. 0 procedimento geral para a obtenção dos dados já 
foi discutido no item 5.1.
Uma vez desenhada a figura em papel milimetrado, 
fig. 11, procede-se a enumeração dos vértices, a leitura e a 
anotação das coordenadas em uma planilha, (planilha 1) adequa 
da.
Quando se tem mais de uma seção, o primeiro cartão 
do lote de cada seção é perfurado com numero inteiro de dois 
dígitos. Somente o último lote não tem. perfurado este cartão. 
No segundo cartão: É perfurado o valor anotado no quadro n^
de vértices (ver Quadro 3, p. 44). Este va 
loré perfurado nas colunas.1 e 2. 
terceiro cartão-e seguintes: Em cada cartão é perfurado o
valor de X , y e e, lidos na planilha. 
Observe-se a correspondência entre as co­
lunas do cartão e da planilha.
0 computador fornece um relatorio . -
6.8 - Variações do coeficiente de cisalhamento.
Utilizando-se a figura 11, calculou-se os valores 
do coeficiente de cisalhamento na direção y, para várias es­
pessuras dos cortes, ou melhor da abertura da seção. Os va­
lores do coeficiente de cisalhamento em função desta abertu­
ra, estão na figura 12. Foram calculados a partir do progra­
ma elaborado.
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ESCALA: I : I 
Fig. 11-  ^ Seção simplesmente conexa.
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QUADRO.3 - Planilha de dados de entrada.
C E N T R O  T E C N L Õ G I C O
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Fig. 12 - Variação de a com a abertura da seção.
Para melhor se visualizar' a comparação entre as se­
ções, formou-se o quadro abaixo:
1)











= 0,37179.10^ mm"^  




a ^ - 7 , 4 1  







A deformação de uma viga engastada, com carga concen 






Analisando-se a variação da rigidez ao se passar da seção 2 
para a 3, observa-se que o aumento do momento de inércia foi 
d e » 1 4 . O c o r r e ,  porém, uma perda de 20^ na rigidez devido 
ao cisalhamento na direção y.
Recomenda-se esta analise simples toda vez que se 
estiver estudando a rigidez de seções simplesmente conexas.
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7 - MÕDULO DE ELASTICIDADE E COEFICIENTE DE POISSON
7.1 - Ensaio de flexão pura.
A norma^DIN 53457 recomenda para a determinação do 
módulo de elasticidade longitudinal um dispositivo
simples, que permite obter a flexão pura num trecho da 
viga. 0 sistema de carregamento, ê independente do sistema de 
medição da curvatura. 0 dispositivo utilizado (ver fig. 12,13 
e 14) possui 0 sistema de medição da curvatura na posição in­
ferior. Foi necessária a introdução de um sistema de alavanca 
com a finalidade de manter o contato perfeito entre a viga de 
referência e o corpo de prova.
7.1.1 - Corpos de prova.
Foram ensaiados quatro corpos de prova, todos com 
130 mm de comprimento; 24,6 + 0,1 mm de largura e 6,0 + 0,1 
mm de espessura (I = 442,8 mm^), que foram obtidos da mesma 
chapa de acrílico com que foram confeccionados os modelos pa­
ra os ensaios de rigidez. Os corpos de prova foram serrados e 
fresados, mantendo-se a velocidade de corte baixa, e refrige­
ração com óleo solúvel ,atê serem obtidas as dimensões acima. 
Os corpos de prova apresentaram-se, assim, isentos de tensões 
residuais, como pode ser constatado usando-se luz branca pola 
rizada plana.
7.1.2 - Condições ambientais.
0 ensaio, apesar de realizado no mesmo dia, contou 
com a pequena variação de umidade e temperatura, como foi ano 
tado nas planilhas.
7.1.3 - Sistema de medição
Na viga de referência foi introduzido um apalpador 











21 DO VALOR INDICADO 
0,02 ym
40 g EM POSIÇÃO VERTICAL
0 apalpador foi conectado ao comutador de mesma pro­










300, 100, 30, 10, 3 m 
10, 5, 1, 0,5, 0,1 m
7.1.4 - Sistema de carregamento.
U grande anel circular de aço com esferas nas partes 
de contato permite transmitir as cargas (fig. 14). Todo o,sis­
tema de carga tem um lastro de 2444 g. Este sistema permite a 
colocação de cargas ate 10 Kgf, já os pesos de 1 e 2 Kgf em for 
ma de disco, foram colocados diretamente sobre a viga de tran^ 
missão da carga com todo o cuidado para não produzir desloca - 
mentos indesejáveis.
7.1.5 - Obtenção dos dados e resultado.
Uma vez ajustado o corpo de prová sobre o sistema de 
vigas e feita a zeragem do aparelho, foram colocados os pesos 
na ordem indicada nas planilhas (apêndice 3a p. 108-13). Os 
deslocamentos assim obtidos, foram levados num diagrama carga 




Com os dados constantes da fig. 13 e o valor da relação aF/AD
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acima tem-se:
E = A L
AD 16 I 
Donde E = 307,5 Kg£/mm^
7.2 - Ensaio de tração simples.
Numa estrutura de madeira £oi montado um sistema de 
braçadeira-morça para a fixação do corpo de prova, como mos­
tra a fig. 16. Cuidou-se que o eixo axial da barra coinci­
disse de tal modo com o eixo da carga, que a solicitação em 
todas as seções do corpo de prova fossem somente de tração. 
Obteve-se assim um estado uniaxial de tensão em todos os pon­
tos do campo L, fig. 17. Utilizou-se extensômetros elétricos 
de resistência, variável para se medir as elongações específi­
cas (e) no sentido longitudinal e transversal (e^) . As­
sim, a simples relação entre as elongações nos fornece direta 
mente o coeficiente de Poisson:
e.
U =
0 módulo de elasticidade em função da carga (P) e 
da elongação longitudinal é
E =
onde A é a área da seção transversal.
7.2.1 - Corpo de prova.
Foi ensaiado um corpo de prova com as seguintes di­
mensões da seção transversal: 14,6 - 0,01 mm de largura; 4,5
- 0,01 mm de espessura (A = 78,84 mm^). Outras dimensões con^ 
tam na fig. 17. A técnica de obtenção e usinagem foi descrita 
no item 7.1.1.
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7.2.2 - Sistema de medição.
Os extensômetros utilizados são de base de acrílico, 
mesmo material dos corpos de prova. Utilizando-se p5 de acrí­
lico diluído com algumas gotas de cloroformio, preparou-se u- 
ma "cola" para se aplicar os extensômetros sobre os corpos de 
prova. Os extensômetros assim colados, £ig. 16 , foram liga - 
dos a uma ponte extensomêtrica digital com sistema de balanc£ 
amento para zeragem. Utilizou-se um extensômetro do mesmo lo­
te, colado igualmente numa peça de acrílico, como compensador 
de temperatura. As ligações foram em meia-ponte. A alimenta - 
ção da ponte foi com 2 V permitindo leituras de e na faixa de 
10'^.
As características dos extensômetros são:
PROCEDÊNCIA : ALEMANHA OCIDENTAL
FABRICANTE : HÜTTINGER B. M.
CÕDIGO : 3/120 LA 21
RESISTÊNCIA : 119,6 - 0,51
FATOR K : 1,95 - II
COEFICIENTE DE TEMP.a : 12 . 10"^/<?C '
Da ponte extensomêtrica digital
PROCEDÊNCIA : EUA
FABRICANTE : BLH ELECTRONICS, INC.
Componentes: Unidade de balanceamento modelo 825
Unidade de condicionamento modelo 80.130 
Indicador digital modelo 904
7.2.3 - Obtenção dos dados.
Como 0 extensômetro utilizado foi o especificado pa 
ra 0 aço, o coeficiente de dilatação térmica não coincide com
0 do acrílico. Além disto, o calor desenvolvido pelo aqueci - 
mento do extensômetro não pode ser liberado facilmente para o 
ambiente ., devido a baixa, condutibilidade térmica do acrílico. 
Esses problemas foram contornados, realizando-se a
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excitação dos extensômetros, somente o tempo necessário (lOs) 
para se proceder a leitura. 0 tempo entre duas leituras cons£ 
cutivas foi sempre de 10 minutos. 0 creep apresentado pelo a- 
crílico foi considerado, realizando-se as leituras depois cde 
decorridos 2 minutos da aplicação ou retirada da carga (SIL- 
VEIRA^^) ;
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Fig. 18 - Sequência de carregamento e leitura.
Os valores das cargas e das correspondentes deformações fo­
ram anotados numa planilha (Ver Apêndice 3b, p. 114) A curva 
carga x deformação, para este ensaio, fig. 1 9 , depois de li-, 
nearizada, fornece:
para AP = 10 Kgf
Ae^ = 43 . 10"^
Ae^ = 17 . 10"^
Donde: E = 295 Kgf/mm^
p = 0,395
7.3 - Correlação entre os ensaios.
Como ambos os ensaios acima descritos devem forne-. 

















a equação acima ê uma reta num sistema de eixos ortogonais 
D X e'. Na fig.20. estão colocados os pontos obtidos do ensaio 
C+J e os obtidos pela relação teórica (0).ü número de dados é 
insuficiente para uma análise mais rigorosa. Mas como os pon­
tos são bem próximos, aceitou-se que ambos os métodos medem o 
mesmo valor de
E = 307,5 Kgf/mm^
/
0 coeficiente de Poisson adotado foi
y = 0,4
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Fig. 12 - Ensaio de flexão pura, vis­
ta geral.
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FI6. 13 -  ESQUEMA DO DISPOSITIVO DE M EDIDA
1- vigo de referência
2-opalpador
3 -v ig a  de transmisão da carga
4 -c o rp o  de prova
FiG- 14 — Ensaio  de f le x ã o  pura .  Deta lhe  do sistema de medida.
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Fig. 15 -  Diagrama carga x deslocamento na flexáo pura.
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Fig. 16 - Vista geral do ensaio de 
tração simples.
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ESCALA 1 : 2





8 - ENSAIOS DE RIGIDEZ
8.1 - Introdução.
Projetou-se os ensaios com o objetivo não de medir 
a, mas de verificar se o procedimento teórico adotado na de­
terminação deste continha um aceitável grau de acuidade.^
0 modelo estrutural ensaiado foi o de uma "viga” 
de acrílico engastada na base e carregada na extremidade su­
perior por pesos colocadas estaticamente. A figura 
21 mostra uma vista geral do ensaio. As deformações foram 
medidas em dois pontos da peça, no mesmo plano transversal 
da carga a uma altura de 110 mm da base. A média dos dois va 
lores da deformação lidos, representa o deslocamento do pon 
to de aplicação da resultante do carregamento.
Usou-se inicialmente um modelo com seção retangu - 
lar vazada fechada para se verificar a presença de eventuais 
erros sistemáticos e responder as perguntas:
a) Qual a precisão dos resultados, que se pode esperar, 
quando se realiza um ensaio durante um determinado periodo 
de tempo ?
b) Qual a acuidade dos ensaios assim realizados ?
Somente após se ter estes dados é que foi realiza 
do 0 ensaio para se verificar se o método teórico usado para 
se estimar os valores de a era válido. Qual o desvio que se 
pode esperar entre os valores calculados e os observados ex­
perimentalmente ?
Os equipamentos utilizados são os disponíveis nos 
laboratórios do Centro Tecnológico. A descrição detalhada e
desenhos dos equipamentos e dispositivos utilizados nos en -
-  18 saios para medida da rigidez já foram feitos por SILVEIRA
ç ANTONINI^.
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8.2 - Relação sumária do equipamento utilizado.
1 - Mesa de ensaio: constituída de uma chapa de aço
perfurada, com reforços na parte inferior, apo^ 
ada sobre uma estrutura de madeira, (fig.22)
2 - Morça: foi utilizada uma morça robusta, com gui^
as planas, pertencente a uma fresadora(fig. 21)
3 - Suportes magnéticos: foram utilizados quatro su
portes magnéticos para formar dois a dois o si£ 
tema de medição. Formaram-se duas estruturas in 
dependentes uma da outra. (fig. 23)
4 - Apalpadores, comutador e aparelho de leitura;
tres apalpadores ligados aos canais 2, 3 e 4 fo 
ram utilizados, (ver características no item 
7.1.3) .
Obs,: foi feita a calibragem no inicio'dos en­
saios. Uma rápida verificação semanal mostrou 
pouca ou nenhuma variação em relaçao a primeira 
calibragem. Nunca foram desconectados os cabos 
que ligam os apalpadores ao comutador e deste 
ao aparelho de leitura, (tempo de observação : 
tres mesesj.
5 - Sistema de carregamento: é composto de colunas,
grampos de fixação, suporte bi-partido, suporte 
das roldanas, corda de algodão, barra de seção 
circular de aço para transmitir a carga ao mode 
lo (fig,.; 21, 22).
6 - Pesos: Conjunto de cinco pesos, cada um com 5
Kgf em forma de disco. Os pesos foram compara­
dos cum um padrão e os desvios,que estiveram den 
tro de - 15 g, não foram considerados. Além de^ 
tes utilizou-se: um peso de 1004,8 g
Um peso;dé 2002,8 g
7 - Chave "Torquímetro": foi utilizada para a m*edi^
da e controle de apertos.
8 - Dinamômetro com escala a partir de 110 g: foi
utilizado para se verificar a rigidez da estru»- 
tura do sistema de medição. Para descrição do
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- - 2 
método direto , ver ANTONINI ^
8.3 - Modelo de acrílico.
De uma chapa de acrílico, com espessura media de 6 
mm, foram cortadas e fresadas duas placas com 96 x 300 mm e 
duas com 1U8 x 300 mm. Após serem ajustadas e coladas com cio 
rofórmio, formaram o modelo n’ 1 de seção retangular vazada 
fechada (fig. 24).Realizados os testes relativos aos grupos
1 e 3, a face do modelo situada- ao lado da carga foi serra­
da longitudinalmente, gerando, assim, o modelo n^ 2, de se^ão 
retangular vazada aberta, (fig. 25).
8.4 - Descrição geral dos ensaios.
Os ensaios com os modelos 1 e 2 envolveram em geral 
as seguintes operações:
1 - Ajustagem do modelo ao suporte de base.
2 - Montagem do conjunto na morça, já fixada a estrutura,
e cealização dos apertos: 18 Kgf.m na morça; 4 Kgf.m 
nas laterais.
3 - Montagem do sistema de medição e ajuste grosseiro.
4 - Montagem do sistema de carregamento, ajustando-o ã
posição definitiva.
5 - Ajuste do sistema de medição e zeragem mecânica dos
apalpadores.
6 - Prê-carga de 5 a 10 Kgf, quase estãtica; verificação
e eliminação das folgas.
7 - Ü1 tima zeragem mecânica dos apalpadores
8 - Zeragem elétrica definitiva.
9 - Com o aparelho de medida na escala mais sensível(3ym)
verificou-se a rigidez do'sistema de medição. Para 
100 g manteve-se um deslocamento sempre menor que lym 
10 - Realização do ensaio propriamente dito. Envolvendo as 
operações de carga, leitura e registro das grandezas 
envolvidas.
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8.5 - Metodologia dos ensaios.
Foram projetados dois grupos de ensaios com a fina­
lidade de se estudar a repetibilidade e a reprodutibilidade^ 
de todo 0 processo de medida. Obteve-se assim maior controle 
das variáveis envolvidas.
Pela comparação do valor da deformação calculada 
com 0 valor medido, determinou-se indiretamente o grau de a- 
cuidade do procedimento adotado na obtenção dos valores de a.
8.5.1 - Grupo de teste n^ 1.
Modalidade: Colocação de cargas de 5 em 5 Kgf até 
25 Kgf
Finalidade: Testar a reprodutibilidade medindo de­
formação X carga.
Variáveis mantidas "constantes'.'
Foi mantido o..mesmo operador, local, e- 
quipamento em geral, seqüência na colo­
cação dos pesos, processo de medida e 
leitura, modelo e posições relativas, a 
pertos, dispositivo de carga, plano de 
medição.
Variáveis independentes:
Durante quatro dias foram realizados no 
ve ensaios. Deixou-se livre a variação 
da temperatura e umidade do ambiente.To 
dos os nove ensaios iniciaram no mínimo 
com uma zeragem mecânica dos apalpado - 
res (operação 7 do item 8.2) Um apalpa­
dor foi substituído (ver planilhas no 
apêndice 4a, p. 115-22.
8.5.2 - Grupo de teste n’ 3.
Modalidade: colocação de dois pesos de 5 Kgf
Finalidade: testar a repetibilidade medindo a defor 
mação correspondente a 10 Kgf.
Variáveis mantidas "constantes":
Todas as variáveis foram mantidas cons­
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tantes. Os testes foram realizados no 
mesmo dia num espaço de tempo relativa­
mente curto. As únicas operações apos 
a de n*? 10 do item 8.2, foram: a) Colo­
cação com cuidado, sempre do mesmo modo 
do peso de 10 Kgf; b) leitura apos dois 
minutos; c) retirada da carga com os 
mesmos cuidados anteriores; d) leitura 
apos dois minutos. Repete-se todo o ci­
clo .
Os ensaios do grupo 1 foram realizados sõ para o mo
delo n’ 1.
Os ensaios do grupo 3 foram realizados para os mode
los 1 e 2.
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Fig. 21 - Vista geral do ensaio de rigidez
ig. 22 - Detalhe da mesa de ensaio e sistema de carrega­
mento .
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Fig. 23 - Detalhe do sistema de Medida
Fig. 24 - Modelo de acrílico de seção fechada.
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Fig. 25 - Modelo de acrílico de seção aberta.
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9 - RESULTADOS OBTIDOS E DISCUSSÃO
Os valores das cargas e deformações observados du­
rante os ensaios no grupo 1 e 3, foram anotados em planilhas.
A temperatura, umidade e outras variáveis de interesse foram 
anotadas na planilha correspondente ao ensaio. Formou-se as­
sim, para cada ensaio, um "protocolo de medida". No apêndice 4 
foram agrupados todos os protocolos, segundo o grupo de ensaio. 
Os valores da coluna "Media", representam o deslocamento do 
ponto de aplicação da resultante do carregamento.
•9.1 - Apresentação e análise dos dados. GRUPO 1, MODELO 1.
9.1.1 - Controle.
Foram traçadas diversas curvas carga x deformação pa­
ra cada apalpador em cada ciclo de carga. Os diagramas estão 
reproduzidos apos as planilhas para o grupo 1 no apêndice 4a, 
p. 123-5.
Como se pode observar, nenhuma correção dos dados ê necessá - 
ria, pois as curvas estão perfeitamente normais a menos do pe 
queno deslocamento ocorrido no ensaio n'? 74032214 com o ápal- 
pador n’ 3. A pequena histerese na descarga não ê devida so - 
mente ao material do modelo, mas de todo o conjunto.
9.1.2 - Resultado.
A media, a variança e o desvio padrão das oito lei­
turas de deformação média correspondente a 10 Kgf, são:
D = 13,725 ym 
s^= 0,3149 
s = 0,561 ym
9.1.3 - Controle estatístico
Os valores das oito deformações médias observadas 
caem dentro do intervalo
D í 3s
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9.1.4 - Precisão da reprodutibilidade
Um dos índices utilizados para a medida da precisão 
ê o valor de dois desvios padrões tomado em relação à media . 
Em percentagem:
= 8 ,2 %
D
9.1.5 - Intervalo de confiança para a media de uma distribui­
ção normal quando o desvio padrão ê desconhecido.
0 intervalo de confiança de 95| para a media da po­
pulação ê dado pela relação:
D i t —a
2
onde:





13,72 - 2,365 . 5jlÍÉ1
\IT
13,72 - 0,47
A precisão e o intervalo de confiança da média podem 
ser melhorados com o aumento de n (n’ de ensaios), porem a m£ 
dia D não ira alterá-la muito. Isto pode ser observado na ex­
pressão de:
g2 ^ E ( D  -  D ) ^  
n - 1
Aumentando-se o n“? de ensaios, certamente a diferença
[D - D
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não irã aumentar muito em relação a jã observada. Deste modo
2
s tendera a diminuir com o aumento de n.
9.1.5 - Grau de acuidade.
Para se estimar a acuidade dos ensaios no grupo 1, 
deve-se ter um nível de referência. 0 nível aqui escolhido foi 
o valor de deslocamento (D^) da seção de aplicaçao da carga ob 
tido teoricamente. Usando-se os dados obtidos nos capítulos an 
teriores para esta seção (item 6.8) e as propriedades do acrí­
lico (item 7.3) na formula para o calculo dos deslocamentos de 
uma viga engastada, tem-se:
D„ = ^  (4-)
'  ^ 3EI A G
onde: P = 10 Kgf I = 0,42485 . 10^ mm^2
L = 1 1 0 m m  A = 2 4 4 8 m m
E = 307,7 Kgf/mm^ a = 2,3958
y = - ^  - 1 = 0,4
2 G
/
Substituindo e efetuando: D.^, = 13,2 ym 
A média dos deslocamentos medidos é
D = 13,72 ym
0 erro sistemático cometido pode ser então estimado: 
e = D - D,p = 0,52 ym
Percentualmente em relação ao valor calculado é:
e = 3,941 maior.
Obs.: 0 erro de leitura do aparelho ê de + 21 do valor indica­




a) a precisão pode ser melhorada aumentando-se o número 
de ensaios;
b) a média dos valores observados não se modificará subs­
tancialmente;
aceitou-se este processo de medida como válido para se testar 
o grau de acuidade na determinação teórica dos valores do coe 
ficiente de cisalhamento.
9.2.- Apresentação e análise dos dados do GRUP0.3.
Como já foi dito nos itens anteriores (8.1 e 8.5.2) 
este ensaio tem a dupla finalidade de testar a repetibilidade 
do processo de medida adotado e verificar se o procedimento a 
dotado na determinação teórica de a é satisfatório.
9.2.1 - GRUPO 3, Modelo 1.
Tres ensaios foram realizados e apresentaram os se­




Média Í"D = .13;1? ym
Variança : s^= 0,0882
Desvio padrão : s = 0,297 ym 




Média : D = 13,68 ym
Variança : s^ = 0,012
Desvio padrão : s = 0,109 ym
N’ de leituras: n = 5
N’ 74041115
Temperatura: 24, 5’C 
Umidade : 70V
Media : D = 13,6 ym
Variança : s^= 0,050
Desvio padrão : s = 0,2236 ym
N*? de leituras: n = 5
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9.2.1.1 - Precisão de repetibilidade.
Usando-se o mesmo índice adotado no item 9.1.4, tem
se;
a) para a menos precisa:
(N’ 74032215) = ■ 100(0»5938) ^
D 13,6
b) para a mais precisa:
(N? 74041112) -.j-P^(2s)  ^ lOiLCP-il-lJl = 1,61
D 13,6
9.2.1.2 - Grau de acuidade.
Tomando-se o teste mais preciso como referência e 
comparando a média dos valores observados com o valor calcu­
lado teoricamente, tem-se a estimativa do erro sistemático:
e = 13,68 - 13,2 = 0,48
Percentualmente em relação ao valor calculado tem-
se :
e = +3,64“ô
Este erro é praticamente igual ao encontrado no item
9.1.5 para este mesmo modelo. Isto mais uma vez confirma a al^  
ta reprodutibilidade dos resultados.
Para todos os efeitos, foi considerado um erro sis­
temático de 3,6%, presente quando se utiliza este processo de 
medida, pois não se conseguiu eliminá-lo nem identificar a(s) 
causa (s) que o gerou.
9.2.2 - GRUPO 3, Modelo 2.
Foi realizado um ensaio com o modelo 2 e obteve-se








D = 15,56 um 
s^= 0,0005 
s = 0 , 0223ym 
n = 5
Considerando o erro sistemático observado no modelo
1 (Ver item 9.2.1.2J, tem-se:
Media corrigida = 15,56 . 0,964 
■ Finalmente, D^ = 15 ym
9.2.2.1 - Precisão de repetibilidade.
Usando o mesmo índice anterior, tem-se:
100Ç2s3  ^ 100(0,0446)  ^ q ^8%
D 15,56
Este alto índice de repetibilidade em parte é expli^ 
cado pelo "treino" do acrílico.
9.2.2.2 - Grau de acuidade do cálculo teorico.
A intenção deste ensaio não foi a de medir o grau 
de acuidade do processo:, pois este já foi determinado anteri­
ormente, mas sim verificar o grau de acuidade do método teori^ 
C O  usado para se estimar o valor de a  para seções abertas.
Reescrevendo a equação (4') (Ver item 9.1.5) com os 
valores referentes a esta seção aberta (ver item 6.8), tem-se
onde :



























Comparando-se com a media corrigida do ensaio, tem-se:
e = 10,3"ô
valor este tomado em relação ao ensaio considerado sob contro 
le.
Esta diferença encontrada entre o valor calculado e 
o medido não é suficiente para invalidar o cálculo teórico.
Dispersões ate lO^ o entre os valores medidos e calcu
O  ^ A
lados tem sido observadas por outros pesquisadores ’ . 
em outras seções.
No presente caso, pode-se levan 
tar uma hipótese sobre a dife, - 
rença entre o calculado e o me- . 
dido.
Com efeito:
A diferença entre o valor calcu 
lado e o medido, pode ter sido 
originária da possível deforma­
ção adicional (e)ocorrida na pa­
rede oposta ao corte. (fig.'26) 
Tal deformaçao não foi prevista 
nem considerada nos cálculos . 
Sua verificação experimental 
foi tentada mas o dispositivo 
de medida utilizado não deu bons 
resultados, pois a base do supor 
te sofria influência do carrega­
mento.
Em pesquisas futuras espera-se 
detectar estas deformações (caso elas realmente ocorram) e 
medí-las. Na bibliografia consultada, nenhuma referência é fei^  
ta diretamente sobre este efeito.
\




a) 0 reforço das seções simplesmente conexas com a- 
dição de ãrea ã seção leva em geral a uma perda de rigidez 
por cisalhamento. Esta perda pode ser muito superior ao ganho 
de rigidez a flexão. 0 índice de 20% observado (item 6.8) de­
ve servir de alerta.
b) A utilização de extensômetros elétricos para se 
medir deformações específicas no acrílico (tal como foi ex - 
posto no item 2.3J e válida, mesmo para uma tensão de alimen­
tação do circuito da ordem de 2 V.
c) Num curto período de tempo a variação da tempera 
tura e da umidade dentro de uma faixa de - 15% em torno da me 
dia não e suficiente para influir decisivamente nas grandezas 
medidas, utilizando-se os modelos confeccionados de acrílico.
d) A quase concordância entre os valores das defor­
mações calculadas e as verificadas nos experimentos realiza - 
dos demonstra o grau de acuidade da determinação de a e do 
deslocamento, usando método energético.
A P Ê N D I C E  1
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TEORIA DE MEMBRANA
A teoria de membrana pode ser estendida às vigas 
com secções vazadas de paredes finas. Algumas hipóteses adici^ 
onais, as de Bernoilli-Navier; lei de Hooke e princípio de 
Saint'Venant, devem ser feitas.
Estas hipóteses são:
a) As secções das vigas são consideradas suficientemen­
te rígidas nos seus planos originais; ,
b) 0 comprimento da linha média (s) da secção não se al_ 
tera durante o carregamento estático da viga;
c) A rigidez ã flexão e ã torção das paredes é suposta 
muito pequena;
d) As tensões normais (a) e as cisalhantes (t ) são 
consideradas constantes ao longo da espessura (e) 
das paredes e seus valores podem ser substituídos pe
lo correspondente sobre a linha média;
Utilizando o desenvolvimento de GORBATOV^^ , é 
possível desenvolver um programa de computador para se calcu­
lar 0 centro de torção e o coeficiente de cisalhamento para 
seções constituídas de parede fina.
Em relação ã obra citada, a modificação introduzida 
aqui foi a mudança do sistema de referência e o sentido do mo 
mento fletor Mx.
GORBATOV utilizou o triedro indireto (fig•27a);quan 
:.to aqui optou-se pelo sistema direto xyz (fig. 27b)
Isto gera apenas algumas mudanças de sinais em al­
gumas grandezas envolvidas nas formulas.
(a) (b)
.Fig.27 - Triedros de referência
a) sistema indireto b) sistema direto
(a) (b)
Fig. 28- Elemento dz.ds.e
a) com os deslocamento u, v, w
b) com as tensões a_, c e x— z s
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FLUXO DE TENSÕES CISALHANTES
A equação diferencial obtida do equilíbrio de um 
elemento dz.ds.e, destacado do solido da £ig.27b no nível s, 





onde; e ê a espessura da parede
é a tensão normal na direção z e 
q é o fluxo de tensão cisalhante e .x no nível s (fig.
28 e Z-n
Chamando de M e M os momentos fletores na seção,^ y ^
segundo os eixos principais de inércia x e y, respectivamente; 
a tensão normal na direção z ê dada por:
My X
(60)
onde (x,y) ê a cota do "ponto" onde atua a e I e I os mo-
Z ^ X ^
mentos de inércia principais da seção.
Substituindo a equação (^ 'Q) na equação diferencial 








= - Vx (61)





onde: q^ ê o fluxo de tensão cisalhante na origem s = 0. Pode 
ser determinado das condições de deformação da seção no pon- 
Ao- .
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Fig. 29 - Fluxo de tensão 
cisalhante
formações específicas.
S e S são os momentos esta^ y ^
ticos da area entre s = 0 a- 





yeds e S xeds.
Deslocamentos.
Destaque-se um ele­
mento edz.ds do sólido da 
fig.27b na cota curvilínea s.
Os deslocamentos u, 
V e w que atuam no plano mé­
dio deste elemento, estão li­












Devido a hipótese "a”, v = 0, ^orêm.a deformação 
ao longo da espessura não pode ser evitada devidoaO efeito 
Poisson.
0 estado de tensão na membrana ê plano, e conside­




0 deslocamento w pode então ser encontrado em termos da dis - 






Substituindo-se a equação (62) na (65) , tem-se
w = + o
V V
q - (_Z_ s + — ^





Esta equação ê usada para se determinar o fluxo em s = 0, 
quando se conhece w - em seções fechadas.
A P Ê N D I C E  2
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DESCRIÇÃO SUMARIA DOS SUBPROGRAMAS
a) Sub-rotina GITRA.
Finalidade - Gira e translada os momentos de inércia prin­
cipais de uma seção qualquer.
Chamada - CALL GITRA.
Os argumentos de entrada e saída estão em 
COMMON.
Descrição dos argumentos e sua relação com as variáveis do 
capítulo 5.
J i
EIXX (J) = ^xxi
EIYY CJ) = ^yyi
EIXY (J) ^xyi
EIZZ (J) = ^zzi
FI = $
EIll = h l





Número do vértice inicial de um elemento 
reto genérico
Momentos de inércia do elemento J (=i) 
em relação ao sistema XY inicial;
ângulo de giro do sistema intrínsico 
principal;
momentos de inércia principais intrínsi­
co do elemento J C=i);
area do elemento genérico J ;
coordenada e abscissa do baricentro do 
elemento I em relação ao sistema XY ini­
cial ;
Método - É usada a transformação •
I(x.y)= t ' I T * A D, (42)









EIXX(J) = EI11*(C0S(FI))**2 + EI22*(SIN(FI))**2 + EACJ)*YB**2
EIYY(J) = EIll*(SIN(FI))**2 + El 22 *(COS(FI))* * 2 + EA(J)*XB**2
EIXY(J) = (EIll - EI22)*(COS(FI))*(SIN(FI)) + EA(J)*XB*YB





Finalidade - Realiza a soma de variáveis indexadas, na se 
quência dos números naturais.
Chamada - SOMA(SS.M)
Descrição dos argumentos.
SS(I) ‘ conjunto das variáveis a serem somadas
I - índice da variável





Finalidade - cálculo da área, baricentro, momentos de inêr 
cia principais, eixos principais de inércia , 
coordenadas dos vértices em relação aos eixos 
principais de uma seçao constituída de elemen 
tos retos com linha poligonal contínua, aber­
ta ou fechada.
Chamada - CALL PROPI(N,X ,Y,E,R ,FA,Fill,FI22.FI33,XP,YP]
Descrição dos
variáveis (ca
ou J ou K
X(I) = >=il
Y(I) = Y- I 1
E(I) = ®i











são contadores ou índices
ordenada e abscissa do vértice I da seção 
em relação ao sistema XY inicial.
espessura do elemento I, reto ou curvo, 
que liga o vértice I ao I+l
comprimento do elemento genérico i
raio do elemento I. Prevista a utilização 
de elementos de círculo;
o número de vértices que contém a seção , 
(ou figura);
número de elementos retos;
momentos de inércia do elemento em relação 
ao éixo principal (1) (máximo)
Engulo em que devem girar os eixos 1 e 2 
até ficarem paralelos com o sistema inici-^ 
al (fig. 7);
área do elemento genérico i
abscissa e ordenada do baricentro do elemen 




EIYY (I) = V y i
EIXY (I) ^xyi
EIZZ (I)  ^zzi
EMX (I) = Sxi '
EMY (1) — V  J
FA = A
FMXX = Sx 1
FMYY ~ y J
FIXX = 'xx 1
FIYY = V y
FIXY ^xy
FIZZ = Izz J
XBP = Xbp
YBP = ^BP ,
FIXB IxB '










momentos de inércia do elemento I em rela 
ção ao sistema XY inicial;
momentos estáticos do elemento I em rela­
ção ao sistema XY inicial;
área da seção plana
momentos estáticos da seção em relação ao 
sistema inicial XY;
momentos de inércia da seção em relação 
ao sistema XY inicial
coordenadas do baricentro da seção em re­
lação ao sistema XY inicial;
momentos de inércia da seção em relação 
ao sistema de eixos Xg, baricêntrico, 
paralelo ao inicial; ‘
ângulo entre o eixo de momento de inércia 
máximo (Xgp = X) e o eixo baricêntrico Xg 
Cparalelo ao original X); é contado posi­
tivo no sentido anti-horário a partir do 
eixo Xg;
em graus;
momentos de inércia (máximo, mínimo e po­
lar) da seção em relação ao seu sistema 
de eixos principais (Xgp - X);
raio da vizinhança de zero; se -E,<B,<E, 
então 0 elemento reto é paralelo ao eixo 
X inicial;
raio da vizinhança de zero para verificar 
se os momentos de inércia principais são 
iguais;
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E3 raio da vizinhança de zero para testar
se o produto de inércia é nulo;
B = Fl^g - FlyB variáveis auxiliares.
D = ( cos (2 ALFA)^yg variáveis auxiliares 
B





<^CALL g\ t RA)>


















FI33 = Fill + FI22
XBP,YBP,FA,FI11,FI22
FI33,ALFA
XP(I) = (X(I) - XBP)^^COS(ALFA) + (Y(I)-YBP)*SIN(ALFA)
XP(I) = (XBP - X(I))^^SIN(ALFA) + (Y(I)-YBP)*COS(ALFA)
©
CONTINUE




Finalidade - Calcula e armazena os coeficientes das equa­
ções paramétricas (gama e beta) e o comprimen 
to do segmento de reta s para o elemento gene 
rico ■ I.
Chamada - CALL DITA(XP,YP,GAMA,BETA,S,I)
Descrição dos argumentos
I i - índice do elemento genérico I
XP(I) , YP(I) - abscissa e ordenada do vértice I
GAMA(I), BETA(I) - coeficientes das equações paramétricas
do segmento de reta s(I).




^  DITA (XP,YP, GAMA, BETA,' 
\  S,I)___________
GAMA(I) = XP(I+1) - XP(I)
BETA(I) = YP(I+1) - YP(I)




Finalidade - Realiza o cômputo da integral de linha
QL = C)S ds
Chamada
0 integrando ê um momento estático.
- ALLECN,SE,E,OP,GREGO)
Descrição dos argumentos e suas relações com as variáveis 
do capítulo 6. ,
niámero de vértices
número de elementos retos m = n-1
comprimento do elemento genérico i.
espessura do elemento genérico i
momento estático da parte da seção já per 
corrida em relação aos eixos principais 
de inércia:
Quando deseja-se calcular a (48) em relaçao ao ei­







OP = YP =
GREGO =
ordenada dos vértices da seção em relação 
aos eixos principais de inércia;
diferença entre as ordenadas de dois vér­
tices consecutivos.
Quando deseja-se calcular em relação ao eixo prin­
cipal de inércia mínimo, isto é:
Ct>S -----. , então:
y
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OP = XP = X.
GREGO =
abscissa dos vértices da seção em relaçao 
aos eixos principais de inércia.
diferença entre as abscissas de dois vér­
tices consecutivos




Finalidade - Realizar o cSmputo da integral
97
RI = ,2 ds
Js
(53)
onde S ê um momento estático.
Chamada - RINTL(N,SE,EI,OP,GREGO)







RI = RI 
B = FM Si-1
C, D
número total de vértices que contém a se­
ção
comprimento do elemento genérico i
espessura do elemento genérico i
valor numérico da integral (53)
momento estático da parte da seção já per 
corrida em relação aos eixos principais 
de inércia.
variáveis auxiliares
Quando se deseja calcular a (53) em relação ao eixo 
principal de' inércia máximo, isto é:
OP = YP = y.
GREGO = 6.
Método
ordenada dos vértices da seção em relação 
aos eixos principais de inércia.
diferença entre as ordenadas de dois vér­
tices consecutivos









Descrição das variáveis -
N número de vértices
SE comprimento dos elementos retos




Finalidade - Calcular a integral de linha
101
C = r S ds
Chamada - COISA(N,SE,EI,OP,GREGO,GAMA,BETE,XP,YP) 









BETE = 3 ^
XP = X. 
YP = Y^
numero de vértices da seção
comprimento dos elementos retos
espessura dos elementos retos
diferença entra as abscissas de sois vérti­
ces consecutivos;
diferença entre as ordenadas de dois vérti­
ces consecutivos
abscissa e ordenada dos vértices em relação 
aos eixos principais de inércia da seção
Quando se deseja
(p r S ds, entao
OP = YP = GREGO = BETA =
Quando se deseja
q) r Sy ds , então:
OP = XP = x^ GREGO = GAMA =
Método - Decomposição da linha em segmentos de reta.
Fluxograma para o calculo de
102
C = Mp ds
^ C O I SA(N,SE,EI,0P,GREGO,GAMA,BETE,XP,YP)^
103
i) Função AREA.
Finalidade - calcula o dobro da ãrea de uma figura plana. 
Chamada - AREA(N,X,Y)
Descrição das variáveis -
N = número de vértices da figura
X, Y = abscissa e ordenada dos vértices da seção






Finalidade - Calcula os valores do coeficiente de cisalha- 
, mento e coordenadas do centro de torção de S£ 
ções de parede fina com poligonal contínua, a 
bertas ou fechadas, constituídas de trechos 
retos.
Entrada de dados - número total de vértices, coordenadas
dos vértices e espessura dos elementos retos.
Método - Aplicação direta das fórmulas (9), (10) , (16),





K,N,X(I) ,Y(I) ,E(I) , 
R(I)

















■ COISA(N,S ,E ,XP,GAMA,GAMA,BETA,XP,YP)] /FI2 2
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C2ITTR0 TECNOLOGICO ~ U F S C
ENSAIO ; Flexão Pura-Estatico MOÎÎTAGELÎ;
OBJE^riVO : Mod. de Elast. E
Coef. de Poisson y
MODELO:- 1 (desenho no verso)
GHUPO ; Material - Acrílico 
TSMHDRâTURA : 19°C
UMIDADE : 7 8%
OUTPOS : de ^ Leitura:
2 min apos o carregamento
EQUIPAIvIENTO;






ESCALASLEIO?. DIE, LEIT. DI?; LEIT. DIF.
1 0 0 ESC. 30
2 1 30 ESC. 100
5 2 63
4 0 0
5 2,1+5 ! 75
6 3 ,45 í 112 ESC. 300
7 5 ,45 180
8 3 ,45 130
9 5,45 180
10 3,45 130











ENSAIO ; Flexão Pura-Estãtico.
OBJETIVO : Mod. de Elast. E
Coef. de Poisson y
U F S C
m o n t a g e m !
m o d e l o 1
g r u p o ; Material - Acrílico 
TEMPERATITRA : 19°C
UMIDADE : 7 8%
o u t r o s • Tempo de ^ Leitura:
2 min apos o carregamento
EQUIPAIvISNTO :






LEIT. DIP. LEIT. d i f ; LEIT„ d i f :
1 0 -40 0
2 1 -8 32
5 2 25 65
•
4 2 ,45 38j
78
3 ,45 i 72i 112
6 0 -35 5
7 0 -30 0
8 2 ,45 47 77
9 3,45 82 112
10 5 ,45 150 180
11 3 ,45 , 98 128
12 2,45 60 90







CEITTEO TECriOLÖGICO “ U P 3 G
MOKTAGEI.I.-ENSAIO ; Flexao Pura-Estatico 
OBJETIVO : de Elast. E
Coef. de Poisson y
MODELO:- 2
GRUPO : Material - Acrílico
TS?;IPE?Jk'TUR.\ : -21°C
UMIDADE : 7 3%





2 min apos o carregamento
Deforinação ym 1
Ne CASGÁ D 2 OBS,
kgf LEIT. 1 DIF. LEIT. Dl?; LEIT. Dl?: ESCALA
1 0 -80 0 ESC.100
2 1 -50 30 ESC.100
3 0 -80 0 ESC.100
4 2 -17 63 ESC.100
5 0 -80 0 ESC.100
6 2,45
1
I - 4 
1
76 ESG.IOO
7 3 ,45 29 109 ESC.100
8 . 5 ,45 93 173 ESC.100
9 3 ,444 46 126 ESC.100
10 2,45 11 91 ESC.100
11 0 -76 4 ESC.100
12 1 -42 28 .. ESC.100
13 0 -77 3 ESC.10 0
14 2 -15 65 ESC.100
15 0 -77 3 ESC.100
16 5 82 162 ESC.100
17 0 -70 Logoapos
18 0 -7 5 1 min.
19 0 -76 2 min.
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CEITTfíO TECNOLOGICO - U F S C
SïTSAIO ; Flexâo Pur a-Es tático MOÎT'TAGEM:
OBJETIVO ; Mod. de Elast. E
Coef. de Poisson y
MODELO 3
GHUPO ; Material - Acrílico
TEMPERA TUiîA : 21,5°C EQUIPALffiNTO :
UMIDADE î 7 0% Todas as -escalas 
. Tempo de^Leitura: aferidas. 




ESCALAkgf LEIT, DIF. LEIT. DIF, l e i t ; • d i f :
1 0 -75 0 ESC.100
2 1 31
3 0 -75 0
4 2 -12\
65 apos o 
seg.
5 2 -10 65
6 0 -75 0
7 5 87 162













CEîîTHO TECriOLÖGICO “ U F S C
ENSAIO ; Flexão Pura-Estátieo
OBJETIVO : Mod. de Elast. E
Coef. de Poisson y
HODELO:- 3 ' '
G3UP0 ; Material - Acrílico 
TEMPE.ÎÎATURA : • 21,5°C 
UMIDADE : 7 0%
OUTROS ’ de___Leitura ;
MONTAGEM;
EQUIPAîvSNTO ;
Todas as escalas 
aferidas.
Deformação um
N£ CARGA D 2 . OBS.
kgf LEIT. DIF. LEIT • DIF. LEIT, d i f : ESCALA
1 0 -70 0
2 1 -40 30
5 0 -70 0








7 3 ,444 40 110 ESC.100 e 300
8 5 ,444 108 178 ESC.300
9 10,444 262 332 ESC.300
10 lO ,444 262 332 ESC.300 ■
11 5 ,444 140 210 ESC.300
12 10,444 262 ■ 332 ESC.300
13 5,444 140 210
14 3 ,444 65 135 ESC.300 e 100
15 2 ,444 27 97 ESC.100
16 2 ,45 27 97 ESC.100
17 0 -60 10 Logo após ESC.100




CEIITKO TECriOLOGICO - U F  S C 
E Í IS A IO  ; f l e x a o  p u r a  - e s t At i c o  m o r t a g e m í
Or.JETIYO : MÕDULO DE ELASTICIDADE E 
COEFICIENTE DE POISSON y 
M0D3L0;- 4 (DESENHO VERSO)
GRUI^ ; MATERIAL - ACRÍLICO
: ;21,5’C SQUIEAISITTO;
U-MIDADE • 701 TODAS AS ESCALAS AFERIDAS




LEIT. DIF, T  'XJ— / _L J. ^ Dl?; LEIT, Dl?:
1 0 -70 0
2 1 -40 30
5 0 -70 0
2 -7 63
5 0 -70 0
6 5 83 157
7 0 -65 + 5
8 0 -70 0
9 2,4 5 + 7 77
10 3,45 39 109
11 2,45 18 8 8
12 0 - 6 8 + 2
15 2,45 + 7 77 i
14 3,45 + 39 109
15 2,45 18 8 8 '
l6 3,45 40 110
17 5,4 5 + 102 172
18 0 - 6 8 + 2 V
|l9
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CENTRO TECNOLOGICO - U P S C
ENSAIO ; Tração Simples MONTAGEM:
OBJETIVO : Mod. de Elast. E 
, Coef . Poisson li
MODELO:: Fig 17 '
GRUPO : Acrílico
TEMPEa4TUR.A. : 2 2°C EQUIPAÍ/ÍENTO: Ponte: BH 
U-^ -^ IDADE ; 65% ExtensSmetros: HBM





LEIT. DIE. LEIT. Dip; LEIT„ Dl?....
1 0 0 0 0 0
2 10 34/36 17/18 Oscila
n "h *p 0 n
5 20 77/78 34/35 valores
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CENTRO TECNOLOGICO ~ U P S C




TEHPE ?uA TURA : ■ 2 4 ° C
UMIDADE : 87%





D 3 D 2 MÉDIA OBS.
LEIT. DIF. LEIT. d i f ; l e i t : d i f :
1 0 0 0
2 5 7,0 6,8 6,9
5 10 14,9 13 13 ,95 !
15 22,5 20 21,12
5 20 30 27 . 28,5
6 25 37 36 36,5
7 20 30 31 30,5
8 15 22,5 24 23,25
9 10 15 ,5 16 ,6 16,05
10 5 8,5 8,6 8,55









— ------------ -— :— 1
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CENTRO TECNOLÖGICO ~ U P S C




G3UP0 . 1 • ■
TEMHDRATUHA : 24°C EQUIPAîvîENTO ;
UMIDADE : 87%
OUTROS : N? 74032010
Deformação |vm|
N£ CARGA' D '3 D :1 MÉDIA OBS.
kgf LEIT. DIF, LEIT. d i f ; l e i t : d i f :
1 0 0 0
2 5 7,5 6 6,75
5 10 15,2 13,2 14 ,2
4 15 23I '20,8 21,9
5 20 30 28 29
6 25 37 36 36 ,5
7 20 31 31 31
8 15 22,5 24,2 23 ,35
9 10 15 ,5 17 16 ,25
10 5 9 8,9 8,95
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CENTEO TSGI'TOLOGICO - U ? S C
m o n t a g e m !ENSAIO ; Flexao Simples 
OBJETIVO ; Rigidez
MODELO :• 1 
GHUPO : 1 
TEHPEPJÍTUR.A. : 24°C 
UMIDADE : 8 9%





D 3 . D 4 MEDIA OBS.
LEIT. DIF. LEIT. DIF. l e i t :
2
0 0 0
5 7 6,2 6,6
3 10 12,9 13 ,2 13 ,05
4 15í 21 19 ,9 20 ,5
5 20 1 29 26 27 ,5
6 25 I 37 32 34,5
7 20 30 27 ,2 28 ,6
8 15 22 21,6 21,8
9 10 15,2 14 ,8 15
10 5 8,2 6,9 7,55









CEITTfíO TECriOLOGICO ~ U P S C
MONTAGEM.-ENSAIO ; Flexão Simples 
OBJETIVO ; Rigidez
M O D E L O 1 
GRUPO : 1 
TEMHüR/iTURA : 2 2^ 0 
UMIDADE : 7 5%
OUTROS : N? 74032910
EQUIPAÍ.TSNTO;
Deformação uim
N2 CARGA D 3 D 4 MEDIA OBS.
kgf LEIT. DIF. LEIT. Dl?; LEIT„ DIF.:
1 0 0 0
2 5 7 ,4 7,2 7,3
3 10 15 ,1 13 ,9 14,5
4 15 22,8 21 21,9
5 20 31 2 8 29,5
6 25 3 9 36 37 ,5
7 20 32 31 31,5
8 15 24 24 24
9 10 16 ,5 17 ,2 16 ,8
10 5 9,3 10,5 9,9











ENSAIO ; Flexão Simples 
OBJETIVO : Rigidez
MODELO:: 1 
GRUPO : 1 
TEMPERA.TUR.\ : •2 2°C 
UMIDADE : 7 5%
OUTROS : N? 74032911
U P s  c
MONTAGEI
EQUIPAIvIENTO;
N 2■ CARGA 
kgf
Deformação pni
D 3 D 4 MEDIA OBS.
LEIT. DIP. LEIT. Dip; l e i t : d i f :
1 0 0 0
2 5 6,3 ■ 6,4 6,35
3 10 12,9 12 ,8 12,85
4 15 19,2 19 ,9 19 ,55
5 20 26,2 26 ,6 . 26 ,4
6 25 34 34 34
7 20 26 ,1 28 27 ,05
8 15 19 ,8 21,5 20,65
9 10 12,8 14,2 13 ,5
10 5 5,6 6 ,3 5,95










CEI'ÎTnO TECHOLCGICO - U F S C
MONTAGEMiEN/SAIO : Flexâo Simples 
OBJETIVO : Rigidez
HODELO:; 1 .
GHUPO : 1 
îSJvIPEaàTTJxRA : 24°C 
UMIDADE : 7 0%





D 3 D 4 MÉDIA CBS.
LEIT. DIP. LEIT. d i f ; LEIT, d i f :
1 0 0 0
2 5 6,7 5,3 6,5
5 10 13 ,5 13 ,9 13 ,7
4 15 20,1 20 ,5 20,3
5 20 27 ,1 27 27 ,05
6 25 35 35 35
7 20 27 ,5 28,1 27 ,8
8 15 20,9 22 21,45
9 10 14 14,8 14,4
10 5 7,0 '7,05
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TEMB3.aA TURA : 2 5 ,5 ° C 
UMIDADE : 8 0%





D 3 . D 4 MEDIA OBS.
LEIT. DIF. LEIT. d i f ; LEIT, , dif__
1 0 0 0
2 5 6,5 6,7 , 6,6
3 10 13 ,5 13 ,9 13 ,7
4 15 20,5t 20,5 20,5
5 20 27 ,8 27,5 27,65
6 25 36 35 35,5
7 20 28 29,4 28,7
a 15 21 ,4 22,9 22 ,15
9 10 14 ,5 16 ,2 15 ,35
10 5 7,5 8,5 8










GENÏRO TECNOLOGICO - U P S G





UMIDADE : 8 0%





D 3 . D 4 MÉDIA OBS,
LEIT. DIP. LEIT. Dip; l e i t ; d i f :
1 0 0 0
2 5 6,6 ■6,3 6,45
5 10 13 ,8 13 13 ,4
4 15 21 19,9 20,5
5 20 j 28,2 26 ,1 . 27 ,15
6 25 36 33 34 ,5
7 20 28,6 27 ,8 28,2
8 15 21,6 21,9 21,75
9 10 14 ,5 15 14,75 ■
10 5 7,2 7,7 7,45 Leituraap5s
11 0 ■ 0,2 0,4 0,3 30s
12 0 0,05 0,2 0,12 lmin3 Os
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EI'I.SAIO ■ : Flexâo Simples 
0}lJ£Tiy0 : Rigidez
MODELO :■ 1 
GPJJK) : 3
TET/Î PE T UPA : ■ ' 2 4 ,5 °  C 
U.MIDADE : 7 0% •
OUTP.OS • 74041115






D 3 D 4 ■ MÉDIA CBS.




10 14 ,5 ■13 ,S_ 14
5 0 . 0 ,3 0 ,2 0 ,25
4 10 . 13 13 ,5 .
5 0 j 0 0 0
6 10 14 13 13 ,5
7 0 0 0 0
8 10 14 13 13 , 5
9 0 0 0 0
10 10 14 13 13 ,5












CENTRO TECNOLOGICO “ U F S C




TEMl^RATUxRA : • 2 3,5°C 
UMIDADE : 7 0%





D 3 D 4 MEDIA OBS.
LEIT. DIF. LEIT. d i f ; LEIT, d i f ;
1 0 0 0
2 10 14 13 13 ,5
5 0 0,03 0,02 0,02
4 0 0 0
Novo
zero
5 10 1 14\ 13 ,5 .13,75
6 0 0,1 0,1 0,1
7 0 0 0'.
Novo
zero
8 10 14,5 13 13 ,75
9 0 0 ,11 0,11 0 ,11
10 0 0 0 Novozero
11 10 14,5 13 13 ,75
12 0 0 ,12 0 ,12 0 ,12
15 0 0 0 Novozero
14 10 14 ,3 13 13 ,65












GRUPO : 3 
TEMPEPJiTURA : 24°C 
miIDADE : 89%





D 3 D 4 MEDIA OBS.
LEIT. DIF. LEIT. dif; LEIT„ dif ,^..
1 0 0 0 0
2 10 13 ,8 12 ,8 13 ,3
3 0 0,4 -Õ,2 0,1
4 Novazeragem
5 0 0 . ■ 0
6 10 13 ,5 13 ,8 13 ,65
7 0 1,2 -0,3 0,45
8 10 11,9 14,1 13
9 0 -0,1 0,2 0,05
10 0 0 0 Novazeragem
11 10 12 14 13
12 0 0 0,1 0,05
13 0 0 0 Novozero
14 10 12 14 13
15 0 0 0,2 0,1
l6 0 0 0 Novozero
17 10 12,1 13,8 12 ,95
18 0 0,03 0,06 0 ,04
19
_ 1
A P Ê N D I C E 4c
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CENTRO TECI'IOLOGICO - U ? S C
MONTAGEM;ENSAIO . ; Flexão Simples 
OBJETIVO : Rigidez
M O D E L O 2 
GRUPO ; 3 









D 3 D 4 5 MEDIA OBS.
LEIT. DIF. LEIT. DIF, l e i t : d i f :
1
2
0 -10 0 -10 0 0
10 + 7,4 17 ,4 + 4 . 14 15,7
3 0 -10 0 -ÍO 0 0
4
5 0 -10 0 -10 0 0
6 10 + 7,2 17 ,2 + 4,3 14 ,3 15,75 MAX,
7 0 -10 0 -10 0 0
8 10 + 7,0 17 ,0 + 4,1 14,1 15,55 MIN.
9 0 -10 0 -10 0 0
10 10 + 7,0 17 ,0 + 4,1 14,1 15,55 MIN.
11 0 -10 ,5 -0,5 -10 0 -0,25
12
13 0 -10 0 -10 0 0
14 10 + 7,2 17 ,2 + 3,9 13 ,9 15,55 MIN.
15 0 . -10 0 -10 0
16 10 + 7,2 17 ,2 + 3,9 13 ,9 15 ,55 MIN.
17 0 -10 0 -10 0 0
18 10 + 7,2 17 ,2 + 4,0 14 ,0 15 ,6
19 0 -10 0 -10 0 0
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